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BELASTNINGSFORDELNINGEN INOM KUL- OCH RULL-
LAGER VID GIVNA YTTRE RADIAL- OCH
AXIALBELASTNINGAR.

Av civilingenjor

Berikningar rorande den statiska firdelningen av
yttre lagerbelastningar pd rullkropparna vid kul- och
rullager i det allminna fallet visa sig kunna Aterforas
till tva, under givna forutsiittningar universelll giltiga
funktioner, hiir benfimnda radialintegralen I'p och axial
integralen I,  Dessa funktioner iro olika fir lager
med linje- och punktanliggning.

Numeriska virden pd dessa funktioner fro uiriknade
ech givna i tabellform. Genom dessa kunna vissa pro-
blem inom kul- och rullagermekaniken lisas pi ett for-
enklat sitt. Nagra exempel pid dylika lésningar ha
limnats, av vilka det ena visat Overensstimmelsen med
Stribecks for normalfallet angivna konstanter, och det
andra berdrt berikningen av maximala rull-belasiningen
vid kombinerad last pd konizska rullager.

Firutsiittningar.

Fﬁrﬁliggandﬂ matematiska utredning avser att
visa ett generellt beriikningssitt for det statiska
sambandet mellan rullkropparnas laster och de to-
tala vttre lagerbelastningarna vid kul- eller rullager
av godtycklig typ. Utredningen innefattar ej ut-
mattningsfenomenen eller de mot en viss livslingd
svarande lasterna.

Lagret antages i det allmiinna fallet utsatt for en
yttre last av sivil radiell som axiell rikining, dvs.
kombinerad last, och antages hava ett visst givet,
positivt eller negativt inre lagerglapp i monterat till-
stdnd, Ren radial- eller axiallast bli inbegripna sA-
som ytterlichetsfall.

Fir beriikningens genomfirande forutsiittes att
ringarna paralleliférskjutas relativt varandra, och
att de dirvid endast deformeras lokalt vid rulikrop-
parnag belastningspunkter. Parallellforskjutningen,
som samtidigt kan ha sdviil axiell som radiell rikt-
ning (ej identisk med riktningen av den kombinerade
lasten), motsvarar det vanligaste, praktiska inbygg-
nadssittet, det nimligen vid vilket minst tvd lager
sitta pA samma axel, och lagerhusen firo fasta. Vi-
dare forutsiittes konstant tryckvinkel, g, for belast-
ningen pi rullkropparna i férhdllande till ett plan
vinkelritt mot axeln.

Antalet rullkroppar har underordnad hetydelse fir
belastningsfordelningen, vilket 14tt kan konstateras,
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och vilket redan Strigeck! har pivisat. Dirfor
kommer hiir ett integreringsforfarande att anviindas.
Berikningssittet blir exakt for oindligt antal men
giller approximativt for alla normalt férekommande
antal rullkroppar i lagret. Hiirigenom kunna hiirle-
das allmingiltiga formler for sambandet mellan rull-
kropparnas belastningar inom lagret och de yttre
lagerbelastningarna.

Oavsett vilket belastningsfall, som fireligger, Hr
— enligt fig. 1 — deformationen resp. belastningen
pd rullkropparna stiirst pd eft stille av omkretsen.
Belagtningen avtager symmetriskt pi Omse sidor
diirom till noll vid ett visst lige eller, nir hela om-
kretsen dir mer eller mindre belastad, till ett mini-
mum diametralt motsatt maximilasten. De praktiska
forutsiittningarna fir de olika belastningsfallen angi-
vas i huvudsak pd fig. 1 och behandlas iiven vidare
i det foljande,

P4 grund av att beriikningssiitten bli olika miste
man skilja pi belastningsfallen, niir “omkretsen &r

b Pl glyop —|
e Oliravisar dilbe dns e orvsbat aledins

Fig. 1. UOlika belastningsfall fir kul- och rullager.” Alternativa resp.

samverkande [drutsittningar for belastningsfallen.

belastad delvis”, och niir "omkretsen fr belastad
runt om”. 1 griinsfallet mellan dessa fro alla rull-
kropparna utom en belastade.

Det siikta sambandet mellan lagerbelaginingen och
rillkropparnas belastning blir olika for lager med
linjeanliggning och lager med punktanliggning. Vid
linjeanligoning mellan rulle och bana blir rullbelast-
ningen enligt HErRTZ? proportionell mot deformatio-

1 SrripEck : Kugellager fiir beliebige Belastungen.
V. D 1., 1901,
2 HEmnmICH HERTEZ: Gesammelte Werke,

Z., d.

Lelpzig, 1895,
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nen, och lisningen av problemet ger relativt enkla
funktioner. Vid punktanlicgning diremot blir belast-
ningen proportionell mot */; potensen av deformatio-
nen, och ldsningarna till problemet visa sig vara
elliptiska funktioner.

Lager med linjeanliggning i ena hanan och punkt-
anliggning i den andra intaga en mellanstillning
mellan de niimnda, renodlade fallen. Forhdllandena
vid ett sddant blandat fall bira kunna uppskattas
tillriickligt nogerant med ledning av de beriiknade
forhillandena vid ren linje- resp. punktanliggning.

Hiirledning av tvad funktioner: Ir och /..

Deformationen &, pi den mest belastade rullkrop-
pen, varmed hiir firstis den totala elastiska samman-
tryckningen 1 kontakten mellan rullkroppen och
hida banorna, kan betraktas som summan av tvi ter-
mer, av vilka den ena, som alltid ir positiv, hiirrir
frin  en radiell centrumférakjutnine — e mellan
ringarna vinkelriit mot axeln. I tryckriktningen pa
rullkroppen blir denna forflyttning — e cos . Den
andra termen, som kan vara positiv eller negativ.
hiirrGr antingen fran ett radiellt glapp — ¢, dvs. ett
totalt diametralt glapp — 2¢, eller frin en axialfir-
skjutning mellan ringarna eller frin bida orsakerna.
I de senare fallen antages emellertid resultatet vara
en deformation motsvarande ett radiellt glapp — g.
I tryckriktningen pd rullkroppen blir denna term
— " CO8 q.

Om deformationen vid en godtyeklig vinkel @ av
omkretsen Hir 8, och vinkeln riknas frin mest be-
lastade rullkropp, blir:

d=cosalecosg —q)...oe..... (10

For maximideformationen giiller att §, = cos a
(¢ — g) vid vinkeln ¢ = 0. Deformationen minskas
sedan antingen till noll vid en vinkel g, bestimd av

att cos g, = g; eller niir glappet ¢ 4r negativt och
numeriskt stirre fin excentriciteten e, till ett mini-
mum, varvid g, —=cosgl(—e—g) vid vinkeln
g = x diametralt motsatt maximideformationen,
Uttryeket for deformation enligt ekv. (1a) kan

omskrivas till det av tryckvinkeln ¢ oberoende fir-
hillandet

A (1 — cos g)

+ = - e (1

ry 1 g (1 b)
@

Medeltalet av de komponenter av rullkropparnas
belastningar, som tillsammans utgira radialbelast-
ningen pd lagret, bli, uttryekta i forhillande till den
mest belastade rullkroppens komponent, en “radial-

integral”,
1 (47
w- 212
7T 0, .

Den undre integrationsgriinsen ir ¢ =0 och den
Gvre gringen dr den vinkel, som motsvarar noll- resp.
minimilast, Exponenten m ir 1 for linjekontakt och

afy for punktkontalkt,

Med samma grinser och exponenter blir motsva-
rande medeltal av rullkroppsbelastningarnas axiella
komponenter i forhillande till den mest belastades
en "axialintegral”:
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Med tillhjilp av dessa integraler Ip och I, er-
halles sambandet emellan belastningen P pd den mest
anstringda rullkroppen och de yttre radial- och
axialbelastningarna B och A.

Integralerna Iy och I, #dro funktioner embart av
/e och ha betydelzen av dimensionsliisa koefficien-
ter.  Vid linje- siviil som vid punktanliggning wva-
rierar Iy frin 0 till ett maximum av ungefir 0,26 och
ater till 0, under det att [, varierar frin 0 till 1,

Lasningar till ekv. 2 och 3.

For linjeanliggning bli losningarna:
a1 Omkretsen dr endast delvis belastad:

11 o {g\?
fn':é; — ﬂrc{mﬁg—g\fl——(g) ] (4)

1Y g @ e
e
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e
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Ip = T TP (6)
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e
¥
e
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Y
e

Fir punktanliggning bli losningarna, om
K och E beteckna fullstindiga elliptiska integraler
av forsta och andra ordningen med angiven modul
de nedanstiende:

i) Ombiretsen dr endast delvis belastad: (modul k&* —

19
— E.
2

e
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2
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g e el _ .
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e
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Hirledningen av losningen av dessa integraler [
och [, vid punktanliggning, diir exponenten ir 3/2,
utvecklas nfirmare 1 ett siirskilt tilldgg.

Regler fér anviindning av funktionerna /g och [.4.

Om antalet rullkroppar i lagret ir n och deras
reaktionsvinkel eller tryckriktning i forhillande till
ett plan vinkelritt mot lagrets axel ir o samt stir-
sta belastningen pd rullkropparna iir P, giiller:

tor Iagrets radialbelastning R

R=Pnecosalg ............... (12
for lagrets axialbelastning A

A="Pnsinal, ............... (1)
Hiirav filjer att:
R Iy
— = LR L B L L 14
tgﬂfl I, (14)

Fir den praktiska anvindningen av ekvationerna
12, 13 och 14 erfordras nu, att tabeller finnas till-
cingliga Over radial- och axialintegralerna Ip och
I
A
tioner av ett gemensamt arcument, t. e. kvantiteten

q
E .
for de elliptiska integralerna, Tabellerna berfiknas
enlict formlerna 4 t. o. m. 11. '

Ett enkelt fall foreligger nir man kinner axial-
och radialbelastningarna 4 och R fiir ett enkelradigt
lazer och lagrets reaktionsvinkel g, samt vill be.
rikna maximibelastningen pd rullkropparna.  Av
ekvation 14 foljer, att diven [orhdllandet mellan axial-
och radialintegralen iir givet. Med tillhjilp av ta-
hellen finner man viirdena pi motsvarande axial-
eller radialintegral, vilka man sedan kan insiitta i
endera av ekvationerna 12 eller 13. Man erhiller
giledes, om man kiinner antalet rullkroppar n, ur
desza ekvationer belastningen FP pd den mest an-
striingda rullkroppen.

Hirmed har man det sOkta sambandet mellan lag-
rets yttre och inre belastningar,

Samtidigt kiinner man enligt ekv. 1 b och tabell 1
iven belastningsfordelningen pa de Owriga rull-
kropparna samt hur stor del av omkretsen, som be-
lastas,

I diagrammen fig. 2, 3 och 4 har uppritats resp.
radialintegralen, axialintegralen och firhdllandet
mellan dessa, som funktioner av hjilpvariablerna A*

I samt forhillandet mellan dessa som funk-

eller den frin denna hiirledda hjidlpvariabeln A*
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eller gfe for sdviil linjeanliggning som for punkt-

anliggning.

stillda i tabell 1.
I diaecram fig. 5 ha radial- och axialintegralerna

Samtliga dessa virden Hro samman-

uppritats som funktioner av forhillandet mellan
dem = Igfl4 och i fig. 6 Ip som funktion av I,
Tabell 1,
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De forut nimnda hjdlpvariablerna ingd sdledes ej i
dessa diagram, vilka torde ha den stirsta praktiska
anvindbarheten.,

Exempel.

1) Som ett forsta exempel pd anviindningen av de
funktioner, som hiir benimnts radial- och axialinte-
gralen, kan wviljazs normalfallet, di ett radiallager
utan inre positivt eller negativt glapp utsiittes for
ren radiell belastning. Hjilpvariabeln g/e iir hir
enligt firutsiittningen noll och k* diirfor =05, En-
ligt tabell 1 erhéllas wviirden pd Iy, som insatta i
ekvation 12 ge:

for linjeanliggning R = 02500 Pn... (15a)
for punktanliggning R = O,z P n,,, (15Db)

Dessa uttryelk ange sambandet mellan den radiella
[ngerbelastningen B och maximitrycket pd rullkrop-
parna P. Det inverterade viirdet av konstanten
(1,2288 eller 4,370 dr identiskt med den av Stribeck i
normalfallet angivna siffran 4,36 a4 4,37 for berikning
av maximitryeket. Den av Stribeck foreslagna prak-
tiska siffran b, som numera fr i allmiint bruk, skulle
med analogt skrivsiitt motsvara:

R:ﬂ'?ﬁm I o [:15"3)

Konstanten 02000 visar sig enligt diagram fig. 2
kunna vara den teoretiskt riktiga vid vissa belast-
ningsfall, t. e. fir glappa lager, vid vilka g/e ir
ungefiir 0,48 vid linjeanliggning och ungefiir 0,81 vid
punktanligening.

Den mot Ip— 02288 svarande axialintegralen
Iy=—02782, dvs.—= 12158 [p Overensstimmer med
den av Stribeck 1 normalfallet angivna uppgiften,
att smmman av rullkropparnas belastningar dr 1,21
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4 1,22 einger 84 stor som summan av deras nyttiga
last (i radiell riktning).

2) Bom ett andra rilkneexempel viiljes ett koniskt
rullager 30208, som har linjeanliggning 1 innerringen
och punktanliggning i ytterringen. Reaktionsvin-
keln o Hdr bestimd av konstruktionen, som ger
tr g =025 Lagret antages 1 ett visst fall belastat
med lika stora radial- och axialtryck, dvs. B/d4 —1.
Av ekv, 14 foljer di, att forbAllandet I/l = 0.5.

Av fig. 5 eller genom interpolering i tabell 1 fram-
gir, att den motsvarande radialintegralen I; blir
niistan densamma fir linje- som for punktanlicening
eller ungefiir 0,167 resp. 0,65 Sambandet mellan
den radiella komponenten av lagerbelasiningen R
och maximirulltrycket P blir siledes enligt ekv. 12:

R =066 Pn cosa.

Beriikningen av maximalrulltrycket kan pid analogt
giitt fHven utforas enligt ekv. 13 med tillhjilp av
axialintegralen I, Endast det ena av dessa tvi be-
rikningssiitt behtver emellertid tillgripas, di slut-
resultatet blir detsamma.

Uppsiker man i tabell 1 eller i fig. 4 vid detta be-
lastningsfall hjilpvariablerna %* och ¢/e finner man,

att &2, som hiir dr identiskt med 1 — Omin (emedan

o
omkretsen belastas runt om) blir 0,654 for linjeanligg-
ning och 0,508 for punktanliggning, samt att g/e blir
— 3,02 resp. — 3,04, Hirav framgir, att det fére-
finnes skillnader i belastningsférdelningen inom
lagret vid linjeanliggning jimfiort med punktanligg-
ning, samt mellan ringfirskjutningarna, trots att,
som nyss pipekades, maximirullbelastningen i dessa
tvii fall blir praktiskt taget densamma.

Praktiska tillimpningar av funktionerna /5 och 7 4.

Vid anviindning av radial- och axialintegralerna
fir beriikning pd lager av varierande typer mdiste
hilnsyn tagas till de enskilda lagertypernas egen-
heter,

For ett dubbelradigt vinkelkontaktlager t. e. utsatt
fir ren radialbelastning representerar / , endast ba-
lanserade axialspinningar mellan de tvi raderna och
e] nigon yttre axialbelastning,

Vid ett lager med glapp, som utsiittes for ren ra-
dialbelastning, bestimmas funktionerna Ip och I,
av hjilpvariabeln g/e. I denna ingir glappet g som
en praktiskt mithar, av radialbelastningen obero-
ende kvantitet, medan excentriciteten e diiremot dr
beroende av deformationen pid grund av maximibe-
lastningen pd rullkropparna, vilken t. e. antages vara
okiind. I ett dylikt fall kommer man till den kor-
rekta ldsningen genom upprepad approximation med
utgdende t. e. frin den Stribeckska praktiska stan-
dardformeln ekv. 15¢. Berikningen av sambandet
mellan deformation och belastning pd rullkropparna
utfores pi kiint sitt enligt Hertz formler, vilka ej be-
hiva berbras vidare hir.

Vid enkelradiga spirkullager giilla ej forutsitt-
ningarna f{or funktionerna Iy och I, emedan hin-
gyn miste tagas till att reaktionsvinkeln g, sirskilt
vid lager utan initialglapp, varierar sivil med be-
lastningen som frin den ena rullkroppen till den an-
dra. Utan att niirmare ingi pd detta problem, kan
hiir papekas, att funktionerna I; och I, kunna an-
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viindas med god approximation genom att antaga
vinkeln g wvara lika frin den ena rullkroppen till
den andra ehuru olika for varje enskilt yttre belast-
ningsfall fir lagret.

Oavsett lagertypen kan vidare for praktiskt bruk
angivas approximativa, linjira samband mellan Iy
och I, glllande i niirheten av ytterlighetsfallen.
Dessa fall fro: belastning av omkretsen pi en enda
punkt resp. lika belastning runt om.

De approximativa sambanden representeras av
tangenterna i de tva nollpunkterna till kurvan fir I
i fig. 6, vilka tangenter firo gemensamma for linje-
och punktanligening, De dro:

vid stort glapp i firhdllande till radiallast:

[4y— 1= 0 eller efter insiittning av ekv, 12 och 13:

A R
e v T | B (16}
SN CO8 a
samt vid Overvigande axialtryck eller grepp:
I44 21z =1 eller efter ingéittning av ekv. 12 och 13;
A 2 I

sin a

cos a

vilket senare uttryck dessutom giiller exakt vid linje-
anliggning si liinge omkretsen dr belastad runt om.

Tilliigg visande hfirledningen av integralerna /r och [.4.
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Elliptiska integraler.
De fullstindiga elliptiska integralerna av for-
sta och andra ordningen, betecknade K och E
iro funktiomer av ett argument 2  Om uttrycket

1 — K*sin®v betecknas med A dir enligt definitionen

(LEGENDRE's):
: d v
K — f ¢
VA

E =‘J.H &li'l’p
o

Numeriska viirden av dessa funktioner K och E
sikas 1 tabeller t. o. "Jahnke & Emde, Funktionen-
tafeln™ for givna viirden pd argumentet &=,

De integraler vilka behtva losas vid beriikning av
belastningsfirdelningen inom kul- och rullager med
punktkontakt, och vilka innehilla jimna potenser av
sinus och cosinus i tiljaren samtidigt med A i niim-
naren visa sig vara elliptiska och kunna uttryckas

som funktioner av de fullstiindiga, elliptiska integra- -

lerna K och E. Fir de viktigare grundtyperna, som
senare Aterkomma, ir det praktiskt att forst hirleda
nedanstiende losningar:
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I A0 3.!.:2[ (LR, KJ, limes for
L
k=0 ﬁr.'i_;f,
".:' sin® v
iy =
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—_— — - e I‘i.-'!
IEE‘UB[I_I_F” Jfl 3 4(1 4 }H.,

zeoste 1 ] o9 K—E]
A -dvum[{ﬂk —DE—2@K—1)= " |.
i
(Fﬁr smi viirden pd & ir h;E- -
T 3k 16k J)
"4[1+T 61 o)

Liisning av rodialinfegralen [g.

enligt ekv. 2 blir efter in-
enligt

Radialintegralen [p
sittande av uttrycket for deformationen
elv. 1b:

£ 19
€ o

Nér omkretsen endast dr belastad delvis lises in-
tegralen Iy pd foljande siitt. Man sitter for att eli-
minera den variabla, Ovre integrationsgriinsen g,

q
1. — Y
— = #in? v samt —5 = k2, wvarvid k&
R
e

blir LEGENDRE'S modul fir de fullztindiga ellip-
tiska integralerna.
Av substitutionen fdéljer att integrationsomridet

fir den nya variabeln o blir frin 0 till ":; Vidare

finner man att

2heosvdy
—— oin

cosp=1-—2k?sin? v samt d p=

sdsom forut ir lika med 1 —K&2sin?v. Radial-
integralen dvergir siledes till:

2k (':'{1—2 k?sin? v)cost™ T o du

Ip=—— .
. A

T
varest exponenten 2m -+ 1 ir lika med 3 for linjean-
lizgning och 4 fiér punktanliggning. For linjeanligg-
ning kan emellertid integralen ligas utan ovan-
niimnda substitution. [ fortsiittningen behandlas en-
dast punktanliggning, dvs. exponenten lika med 4.
Integralen kan di uppdelas i flera termer:
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2k {H*
-— &

i
+ (1 4+ 4 k¥ sin* v — 2 k* sinf v].

De motsvarande delintegralerna kunna samtliga
hiinfioras till nidgon av de grundtyper, fir vilka los-
ningarna fisrut angivits. Efter att dessa ha insatis
och uttrycket hyfsats erhilles sdsom slutresultat

2 1

- , K—E
n'ﬁ?éh + K —2(1—k 4 K= ]
19

¢ erhalles slutligen

Ip= [1—2(1 + AYsin?v

Iy =

(Genom att hiir insitta k‘:---é.-

det uttryek, som angivits som ekvation 8,

Nir ombretsen dr belastad runt om ir Ovre inte-
erationsgrinsen konstant — x. Hir Hr det dirfor
tillriicklizgt att 2=om ny variabel infira halva vinkeln.
Som modul fir de elliptiska integralerna tages det in-
verterade viirdet av firegiende modnl. Alltsd giiller:

2
@=2v samt = k=2,
19
¢
wdialintegralen Overgir till:
it
E @

Ip= I (1 —2sin? ) (1 — k?sin? )" d v,

:'I!

o
For punktanlizening, som  bebhandlas
im — 3/2. Integralen uppdelas nu i termer

i d

2 d
I, — 2 adw

7) A
i
+ k(4 4- E%sin®* v — 2 k* sin® v,
vilka efter insiittande av losningarna pi grundty-
perna ger:

In= o [{1+h'—*;|ff_z{1_kﬂ+k*5 ...... B ]

hiir, iir

[1—2(1 - k¥ sinv 4

Om k2 = Cinsittes hiirl erballes sdsom slut-

19
C

resultat ekvation 10,

Lésning av axialintegralen [ 4.

Axialintegralen enligt ekvation 3 blir efter insiit-
tande av ekvation 1b

1/ (1 — cosg)|™
I, — ) - d .
A “JI: E] U
e
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samma substitutioner gioras hilr som vid losandet
av radialintegralen.

Niir omEkretsen endast dr belastad defvis blir sa-
ledes:

19

1— cos
( m‘-.;:rj = sin? ¢; samt ¢
1

&

= 2,

Axialintegralen Overgdr till;

b d oo

Ak fe2cos”™ Ty

I..-'.! _— - — —— """"'l'i't!,.
T FAN

o

diir shzom forut exponenten 2m - 1 blir 3 for linje-
anliggning och 4 for punktanliggning. Endast det
senare fallet behandlaz,  Integralen blir enligt en av
de i det firegdende givna grundtyperna:

2 F. ] K—FE
Iy= Y [{5 k2—1)K—2 @2k —1) ol
varur ekvation 9 erhillitz efter insittande av
1 g
f? —
2

Néar ombretsen dr belastad runt om infires, pd
samma sitt som vid radialintegralen, halva vinkeln
som variabel, dvs,

5

p=2wv sami En— -
Y
e
Axialintegralen Gvergir till:
2 e ) . .,
Iy=—| (1—Fk*sin®v)" dw.
7T
L

Fir punktanliggning, dir m = 3/2, blir:

2ed
[ == T 11—
a) A
vilket pA samma siitt som firut med hiinvisning till
de olika grundtyperna oer:

2 k*sin? v + ktsint v,

I,= -3 [(3 — A K — 2(2 — kH{K — E)|.
E
Efter insiittning av [* — v erhilles slutligen
{1
e

ekvation 11,

EN ANALYS AV PROV MED STALLINOR.

Av ingenjor JOEL BJORKLUND, Viisteras.

(Forts. frin sid. 89.)

G. Fbrslag till funktion mellan tilliten dragspiinning

och ’E .
Av tig. 9 och 10 framgdr, att man vid en konstant
livsliingd kan tillita avsevirt higre dragspiinningar

in hittills brukligt, om diameterforhillandet wviiljes
stort, och man kommer i vissa fall till si hijga viirden,
att virt pid "sdkerhetsfaktorer” instillda tekniska
sinne reagerar mot tillimpningen av dylika virden.
Man miste nog ocksi i sanningens namn medgiva, ati
kostnaden for linor i allmiinhet fr en mycket ringa
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